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��� ������	 ���	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ����������������� ��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� !��"���	�������� ������ �������� #!��$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��% ������	 &'�	������� #�&($) �&( → !�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
��* !�� → �&( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
��+ ������� ,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *

� ������� �������� �
��� -����'� �	�� .	����	� #-�.$/-����'� �	�� ,�������� #-�,$ � � � � � � � � � � � � � � � � *
��� ����0��1� �������� #���$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +
��� -�����	 �������� #-�$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +
��% �����������	� .	������2�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +
��* -���2�3 !�	��� ��	� #-!�$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +
��+ 4��"�� ������� ,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5
��5 -����'� 6�������� .	����	� #-6.$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5
��7 4	���"���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5
��8 4�	��� 9�������� #49$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7

� ������������ ��	�� �
��� ������"�"���	���� #6���� -��	��$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7
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� ����������� 	������ ������������ ��
%�� ��	����������2����	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
%�� 9�	2��0:����� �� "��2	���	 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

%���� 6������;	� ����3�� ��� 9�	2��0:����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
%�� 9�	2��0:����� �� 2��������	�����	 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
%�% �	���������������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

%�%�� :��"���0!������� X/Y/m/ . . . � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
%�%�� 9/9/� �	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
%�%�� ,����� � ,�1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
%�%�% <�	��0��"0����� �	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*
%�%�* M/M/m(/m)063����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+
%�%�+ <�	2� � 4���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

�



��������	
�	������ �

� ���� !�� �"��� �����#$����� %����� �&
*�� ,�1�	 <���"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5
*�� �����1;���� �	�=���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5

*���� 4-� ��2��1��"������ �	�=��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5
*���� 4-� -��������� -���	�� �	�=��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5
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• �����=�� Σ� 6�� ��� 63�=���� 1����� "�	 ������� ��	�����

• �	�� 6�?���� ��� 63�=�����
,��	�� �	�� �	� "�� 2���� 63�=��� ����;��) 1�	" ��� ε =����������
,;��� ����� �	���� ������ 63�=��� "�� �	���� ��<�|ε| = 0�

• &�"�����	 �������/>���� ���������/��� ��� �� ��� ��� *04���� (Q, Σ, δ, q0, F ) ����

* Q� ����;�"�

* Σ� �����=��

* δ� 4	���
�	�������
��2����

* q0� ��
����������"

* F � �2������	��"� ����;�"�

• �2������	��� �	�� ��� �	� ��� �2������	� ��� ����� ��������� 
���� ��� �
�" "�	 =�� q0 =������)
�� ����� �2������	��"�� ������" ��"���

• 6�	����� &��� 6�	���� ��� ��� 6�� ��� �	��� "�� ��� �� �2������	�� &��� 6�	���� L 1�	" 	����;	
������� 1��� ��� �� �'�����	� "�	 "�� 6�	���� L �	2����� ���� ��"������ 6�	����� ���" 	����;	
#@�2��	��� ���� �=�	 ���� �����A$�
6�	����� ������ ���� ��	=��"�� ������
� "�	 	����;	�� ���	����� •� ��=�� ����� L•ε = L ��" L•∅ = ∅
#∅ . . .,��	� 6�	���� #����� "�����=� 1�� ���	�� �	� ε$$�

��� ������	 
��	�����

&� ��=� % 	����;	� ���	��������
���	����� 63�=�� <�"������

@����
⋃

9���� ��� �
 ��� �����	��
-������������ • 9���� �����	�� �� ��?�����

:�����0B ∗ 9���� �����	� C �	 ��	� �����
:�����0D + 9���� �����	� � �	 ��	� �����

E� "����	 F�	������ ���� ��� �����	� ����	 ��
 "�� ����� �	� ���	�G�� #��" ����� 1�� =�� @��' ��
 �����
4��� "�� �	���$�
&��������
����

• L • {ε} = L ��� ε . . . 6�	���� "�� ��� "�� ���	�� �	� =�������

• L • ∅ = ∅ ��� ∅ . . . ���	� 6�	����

��� ����������������� ��� ����

����������������� ��� �� � ��� ���� 2��������	��	 ��� ����������������� ��� !�� �� 6�� �	
���� H=�	 "��
:	����	�"�2� #-�	������ �	�"��� -����	������$� 6���� 6��"�� �/�C 0 �/%C�

��� �������	����� ���� �������� �����

&�� !�� ��� ������ "�>���	� 1�� ��� ��) �;����� "�	�� M = (Q, Σ, δ, q0, F )) �����	 "�� δ ��"�	� "�>���	�
���� δ : Q × Σε → P (Q)�
E� ������"�"���	����� ���" =�� !�� ���� �
���� ���;����) "�� ��� ����� ε =����	�
��� ���"� 6����� �
����
2I���� ����	 ��1;��� 1�	"�� #���� ���� ������"�;�"�	���$� ��"�� "H	
�� =�� !�� ��� ����� ������"
��� ���	�	� �
���� ��� "�	 �������� <����	�
���� 1��
H�	��� E� "����� =��"�� �;���� 1�	"�� =��� ��	�����0

�� "�� ��������� 
H	 J�"� 1;��=�	� F�	�1������ ��� 4�2�� #�����$ �	������ ����� 4�2��� ���	=�� 1���
��� =�� ����	 ������"�;�"�	��� ����� K1����	�����K2I����� &�� �	� ��� �2������	� ��� ����� !�� 1���
���� �� 6������ ���"������ ��� 4�2�� �� ����� �2������	��"�� ������" =�>�"���
6����������� ��	�������� ����� !���



 �������� ��� �������	� �

��=�� =��������� "�	 	��� :	��� "�� ��
����������" q0) "�	 �	H�� #	�����$ <�	���� "�� �2������	��"��
����;�"� F ��" "�	 �	��� #���2�$ <�	���� ���� ��"�	�� ����;�"��
9�����
� "�	 ������������� ��	�������� ������ ���� "�� ������������������� ��� !�� � ����������� �	2�;0
	���

• @���� #��$�

• -������������ #�!�$�

• :�����0D�

• :�����0B�

��� ������	  !�	������ �� "�# � " → ���

62	��� �/�+G
������	 &'�	������� �	�I������� ��) 	����;	� ���	������� �� ��	2�H�
�� ��" "�"�	�� ���� 6�	����� ��
�	�������
&� ����� ���� 6�	���� "�� ��� 	����;	�� 6�	����� �	����� 1�	"� ��� ���=�� 1��"�	 	����;	�
@� "�� !������� �� ��	2H	���) 2I���� :�����	� 1���������� 1�	"��� ����� &��"�����2��� ��1;�	��������
=���=�) 1�	"�� "�� ���	���	�� ��1�������

∗ > • > ∪
+�, → '-�
��� J�"�	 �&( �;��� ���� �� �����	�	 ���� ��� !�� 2����	���	�� "�	 "�� �&( �����������	� #<��� ����� 6��"��
�/+8 0 �/5�$� ��� "����� .	��" ������� ���� ��� !�� �2������	��� 6�	����� 	����;	 #"� ��� ���� 	�����	
&'�	������ �����������	��$�

��$ ��� → � "

62	��� �/7%G
F�	������

�� :����	���	� ��� "�� !�� ����� .!���

#�$ ��� ��� ����� ������" �� ����� ��"�	�� ���	 ��� � �
��� 
H�	�) ��	���� "���� ������� ∪�

#=$ &	������ ����� �������� #���?��$ 6��	�������"�

#�$ &	������ ����� �������� #���?��$ &�"������"�

�� ��� "�	 .!�� ���	 ��� � ����;�"� ���� �������	� ����� =����=���� ������" ���� 
�����"�� 6���0
���
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62	��� �/8%G
@� �� =�1�����) "��� ���� 6�	���� 	����;	 ���) 2��� ��� ������� ���������� 1�	"��) 1�����	 "�� 6�	����
�2������	�� @� �� =�1�����) "��� ���� 6�	���� ����� 	����;	 ���) 1�	" "�� ������� ,���� ��	1��"���
6���� ��� �	� u �� "�	 6�	���� L ��" ��	���� �� ��) "��� 
�����"�� �����

• u = xyz

• |y| ≥ 1 #���� "�	 9��������� "�	
 ����� ���	 ����$

• |xy| ≤ p #p ��� "�� ���� ������� ���=�	$

• xyiz ∈ L ∀i ≥ 0

��� "�� ��	������ ��" p �������2� ��1;��� 1�	") 2��� ��� "�	 ������� <�"������ ������� 1�	"��) "���
xyiz ����� �� L ��� ��" "�� 6�	���� ����� ����� 	����;	 ���� 9�� ���� ������) "��� �� ����	 2����	 �I�������
��
������� �I����� ���) "�� ��1;���� �	� �� �������
<�1���� ��� "�� ������� ,���� ���" ����	 �"�	��	����=�1����� !���� ��) L ��� 	����;	 ��" =�1����)
"��� "�� ������� ,���� ����� �	
H��� ���� ⇒ �"�	��	��� ⇒ L ��� ����� 	����;	� 6���� "��� ���� !���0
=���	������ L=��� ��
�������� ��� "�� ������� ,���� �	
H��� ��� ������ "�� �����) "��� "�� 6�	���� 	����;	 ���� F������	 �����

• 6�	���� �;��� ���� ����� ������ ⇒ 6�	���� ��� ����� 	����;	�

• 6�	���� �;��� ���� ������ ⇒ 6�	���� 2��� 	����;	 ����) ���� �=�	 ����� #�� ��=� ���� �����	����;	�
6�	����� "�� ���� ������ ������$�

4	��2� J�"� 	����;	� 6�	���� �;��� ���� �� ����� ��"������ ��������� 	�������	��� ��� ���� "�� �������
,���� �	
H��� ��� 2��� ������� 1�	"��) "��� �� 2����� ��"������ ��������� ��=� ��� "�� ���� "�� 6�	����
"�	������� �;��� �� �� =�1�����) "��� ���� 6�	���� ����� 	����;	 ����

�����;	� 6�	����� ���" ���� @���	�	���� "�	 2����'�
	���� 6�	������

� ���
�	
 ��������

��� (����!� �	�� )	����	� �(�)�*(����!� �	�� '�������� �(�'�

62	��� �/*G
&��� -�. =������ ����

• ����� ��"������ 6�� ��� 63�=����/F�	��=���/���04�	������� #.	���=������=��$

• ����� ��"������ 6�� ��� 4�	�������/�����=�� #:����=������=��$�

• ����� ��"������ 6�� ��� �	�"�2������ "�	 ��	� v → w

• ����� 6��	��3�=���

&��� -�, ��� "�� 9���� ����	 ��	����� ��	���� "�� ��� 6��	��3�=�� ����	 -�. ��� �		����� 1�	"�� 2I�����

M�"� -�. �;��� ���� �� ����� ��� 	�������	���

.���"����� ����� �� ���� -�, �� ����������	��) 2��� ���� �=��������=��� ��	1��"�� 1�	"��� �����	
������ "�� �=���
 "�	 &	��������� "�	 #<��� ����� 62	��� �/��$�



� ���
�	
 �������� �

����	���������� ���� .	������2 ��� ���	"�����) 1��� �� ����� 6�	��� x ∈ L(G) ��=�) "�	 ��
 ���"�
� ��	�����"��� �	��� �	����� 1�	"�� 2��� #"��� �� ��=� ���"� � ��	�����"��� ��	������� 4	��� 
H	 "�����
6�	���$ #<��� ����� 62	��� �/�5$�

��� &���+,�-� �������� �&,��

62	��� �/��G
.	������2�� 2I���� "�	�� ��� � �����������	� 1�	"��� &�� ��� ��� ��� ��"�����	 ������� "�	 "�	��
����� 6���2 �	�;��� 1�	"� &�� ��� ��� ����� 6���2 "�	 
�����"� ���	������� ���;����

• ����� ��� ����� &������ ��
 "�� 6���2 �����

• ���� ��� �=�	��� &������ "�� 6���2� ���
�	���

• ���2� ��� �=�	��� &������ "�� 6���2� ��������� ���� �� �� ���
�	����

@� �� ������) �= "�	 6���2 ���	 ���) 1�	" ��� �	���� 63�=�� ���� 6������������� #N$ ��
 "�� 6���2 �������
��� ��� "����� ������� 1��"�	 ��� 6���2 ������� 1�	" ��� 2��	) "��� "�	 6���2 ���	 ���� �����
L=�	�;��� 1�	"�� 1�� 
���� =����������

���� 1��� ��� x "�� �;����� E����3��=�� ��� ��" ��
 "�� 6���2 ��� y �����) 1�	" ��� ������" p ���� q
��1������� ��" y 1�	" ��
 "�� 6���2 "�	�� z �	������
&� ���� ���� 
�����"� !��������

E����) ��� → ����

6������
;����

• x, ε → z� ,��� z ��
 "�� 6���2 ���� ��� "����� �� ������

• x, y → ε� !��� �=�	���� 63�=�� ��� 6���2�

• x, ε → ε� ,��� ��	 x ���� ��
 "�� 6���2 ��1�� �� �������

/�(��	���� !-0 → 1.�� ����� 62	��� �/%CG

��� (�����	 �������� �(��

L=��� %
&�� -�����	 �������� ��� ��� ������� "�	 1�� ��� ��� 
��2������	�) �=�	 �������� "�� 6���2� ����� �;���	
#-�����	$ =������� ��	 ������� 2��� "�� �;���	 ��2	�������	��) "�2	�������	�� ��" ��
 C H=�	�	H
���
��� ����	������ ���� �'�����	��"�� ����� �� ����� �������� E�����	1�	� ��"��	� 1�	"�� 2I����) =������ "�	
-� ����� ����"���� �	����� 6������	� ��� ���" �;������	 ��� -�) "� ��� � -� � �������	�� 2I�����

��� ����������	� )	�����.��

62	��� �/��G
&��� 	����������	� .	������2 #	���� �����	 �	����	$ ��� ���� -�.) �� "�	 J�"� �	�"�2���� "�� ��	� A → uB
�"�	 A → u ��� 1��� u ��� 4�	����� ��� ��" A) B F�	��=����

��$ (���.�/ ��	��� ��	� �(���

62	��� �/�*G
M�"� ����� ����	 -�. �� -����23 !�	��� ��	� #-!�$ ���� 
�����"� ��	� ��=���

• S → ε

• A → BC

• A → a



� ���
�	
 �������� �

���� ε "�	
 ��	 ��
 "�	 	������ 6���� "�	 6��	���	��=��� ��
������� ��" ��
 ����� ��"�	�� 	������ 6�����
��� �	�"�2������ "H	
�� ��	 � F�	��=��� �"�	 � 4�	������3�=�� ������� ��0F�	2�H�
����� ���" �	���=�
#��<� S → ε|AB|a$

@�1��"���� -�. → -!�� #����� ���� 62	��� �/�5G ��" L=��� +) ��
��=� �$

�� ��� 6��	���	��=�� "�	
 ����� ��
 "�	 	������ 6���� ��� ������ ������� ����� "��� ���� ���� ����
6��	���	��=�� �����
H�	� 1�	"�� "�� ��
 "�� ���� 6��	���	��=�� ������

�� &��
�	�� ���� ε �����	 "��J����� =�� "�	 6��	���	��=��� ���� �H���� =�� "�� �	�"�2������ ��@� ����
:��=��������� �������
H�� 1�	"���
<���� ��� B → ε|a|aBa 1�	" B → a|aBa|aa

�� &��
�	�� ���� �	�"�2������ "�	 ��	� A → B #"��� �	�"�2������ ��
 ���� ������� F�	��=��$�

%� �H�� ���� F�	��=��� ��" �	�"�2������ "�	 ��	� A → BC ��� �� �	�"�2������ "�� ��
 ���	 ��� �
F�	��=��� �"�	 ���	 ��� � 4�	������3�=�� 
H�	�� ��
���I����

*� �� 6������ "H	
�� ��	 ���� �	�"�2������ "�	 ��	��� A → BC �"�	 A → a ��	���"�� ���� #�����	
=�� 6��	���	��=��$�

��% 0����� &����� '����

62	��� �/%5G
<������� 
H	 ���� �����02����'�
	��� .	������2� anbncn

@� �� ������) "��� ���� 6�	���� �����02����'�
	�� ���) 2��� "�� 4��"�� ������� ,���� ��	1��"�� 1�	"���
�H	 ���� 6�	���� L �'�����	� ���� ���"��0������� ���� p ��� |L| ≥ p� ���"� ��� �	� w ∈ L "�� ����

�����"�	������ ��
������ �;����

• w = uvxyz

• |vy| ≥ 1� ��� =��"�� 4���� "�� ������� 1�	"��) �H���� ���"� � &������ ����������

• |vxy| ≤ p

• uvixyiz ∈ L 
H	 ���� i ≥ 0 #i 2��� =����=�� ��1;��� 1�	"��$�

@� �� ������) "��� ���� 6�	���� �����02����'�
	�� ���) 1�	" ��� �"�	��	����=�1��� ��
H�	�� ����� ��) L ���
2����'�
	�� ��" �����) "��� ��� "�� 4��"��0�������0,���� ����� �	
H���� ⇒ 6�	���� ���� �����02����'�
	��
�����
�������� 1��� "�� 4��"��0�������0,���� �	
H��� ��� ������ "�� ���� �����) "��� "�� 6�	���� 2����'�
	��
��� #����� ���� &	2�;	����� =�� �������0,����$�

��1 (����!� 2������ )	����	� �(2)�

62	��� �/%%G
M�"�	 -�. ��� ���� ��� -6.� ���� �� ����� ������	 ⇒ �����'�0
	�� ⇒ �����'�0����������
&��� .	������2 ��� �����'�0��������) 1��� "�� ,;��� "�	 ���2�� 6���� ≤ ,;��� "�	 	������ 6���� "�	 �	�0
"�2������ ����
<���� �����'�0��������� S → aa
!���� �����'�0��������� ABC → a
anbncn ��� ���� �����'�0��������� .	������2�

M�"� 6�	���� "�� ���� ��� ����� ���	����� 	�������	�� �;��� ��� �����'�0���������

��3 0	�������	�

62	��� �/*CG
4	���"���	 ���" ���������) "�� ����� ��������	��� ��=�� ������� ��	 �2������	��"�/��	H�21�����"� ��0
��;�"�� &�� 4	���"���	 2��� ������
� "�� ��������	���� ��1�� ������ #��<� ���
���� ��=���	) ����� L=���
+) ��
�� %$



� ��	���������� ���	�� �

��� L=�	�;��� 1�	"�� "�=�� 1�� 
���� =���������� E����/������

��4 0�	�� 5������� �05�

62	��� �/*�G
&��� 4�	��� 9������� ��� ���� 9������� ��� ����� ��"������ 	��"0���30����	3 #����;�"�$ ��" �����
����"������ 	��"/1	���0����0����	3� &� 1�	" ��� 6��	��=0/,���2��
 ��	1��"��) "�	 "�� 4��� �������
1��"�	��
4�	��� 9�������� ���" ������ �;����� 1�� -������	 #�- �$�

� ��	������� ���	��

��� �����������	���� �2���� (��	���

62	��� �/�G
E� ����� 6�������	� 2I���� ����;�"� ����������
���� 1�	"�� �� ���� 6���	0������� &�� 6���	0����� ���
����� "�
���� ���	3�����) "��� ��� L=�	���� "�	 "�
�����;���� �������� 1�	" 1��� "�	 6���	0����� O=��	�0
���P 1�	"� ��	 "�
���� ���	3����� 1�	" ��� ����� ���2� ��" ����� �
��� ��
 "�� �����	�����"�� ������"
��	2��	�� �	" ��� �
��� ��� ������ ��
 "�� ������ "�� 6���	������ ���������� ������ "��) "��� "����	
L=�	���� "�� "�
���� ���	3����� ��	1��"���
&� ��=� � �	��� 1�� 6���	������ 2��=����	� 1�	"�� 2I�����

• �!�0����	0������ ���� @���	����;�"� ���
�� ��	����� �=� ��� @���	����;�"� 1�	"�� "�	�� ����	�������
,����� �=���	�����

• ��0����	0������ ��	 ����	 "�	 @���	����;�"� �;�
� �=) "��� ��� ���� ���� 
H	 ����� ��������"���

E� 6�������	�� 1�	"�� :����� 1�� 
���� =����	�
����

M�"�� "����	 ,�=��� ��� ��������� ��"�� 2I���� �� ����� ,�=�� ���	�	� <�"�������� ����	��=	���� 1�	"���
&�� L=�	���� ��� ����� ������" �� "�� �;������ �;�
� 
�����"�	������ �=�

�� L=�	���� 1�	" �������	��

�� ���� 	�������� ��" �������� Q�"�	����� 1�	"�� =�	������) �=�	 ���� ����� ����1������

�� ��	 L=�	���� �� "�� ����� ������" 1�	" ���������) "��� 1�	"�� "�� =�	�������� Q�"�	�����
����1�����/�2����

��� &��	 ����

62	��� �/��G
���	� !��� ���" =���	����) ��	������� .	����� "�� ��3���	��� ������"�H=�	�;��� "�	������� 2I����� ���	�0
����� ���" �����0"���	����������A &�� ����������	 ������"�H=�	���� ����� 
�����"�	������ ����



� ��	���������� ���	�� 	

4	���������� �����	����� &�����/&	����������

��	 L=�	����/4	�������� t1 2��� 
���	�) 1��� �� ������" � m 4�2��� ������ ��" �� ������" � � 4�0
2��� ��� "�	 ������" 
���	�) ���
�	�� �	 "�� O=��I�����P ������ 4�2��� ��� "�� ����;�"�� � ��" � ��"

H�� "�
H	 �� "�� ����;�"�� � ��" % � =�1� v ���� 4�2��� ���� ��	 ������" � ��� ��"�� ���� :������;�)
"��� �	 2��� ��'���� n 4�2��� ��
�������
���	������ ���" ����� "���	����������� ��� ���	�	� L=�	�;��� 
���	� 2I����) 1�	" ��� ��
;�����	 �����0
1;����

������"� 6������
;��� �'�����	���

R����� 6��2� F�	�1������ .�=����� F�	��������

:������;��� 2I���� 1�� 
���� ���
�	�� 1�	"���

��=�� ���� "�	��
 �������� 1�	"��) "��� "�� ����;�"� � ��" � �������� ����������� 4�2��� ��=�� 1��
"�� :������;� =��	;�� ��" "��� "�� L=�	�;��� "�� ����� ������"� ������� .�1��������� ��
1����� 1�� "��
�����	�����"�� L=�	�;��� "�	 ����� ����;�"��

��������2��� "�� 1���� '��3��4

• M�"�	 �� 2��� ��� ����� ���	����� ��"�����	� 1�	"���

• ������=����3/&		����=�	2���� &�� ������" ��� �		����=�	 1��� �� ����� 4	����������
���� ��=�) "�� ��
"����� ������" ��"���

• :0<���"�"����/:0<����	;�2������ &�� ���	����� ��� k0=����	;�2�) 1��� "�� ������ 4�2��� �� J�"��
����� ��� �	I���	 ��� k ����

• 6�
��3� &�� ���	����� ��� �����	) 1��� J�"�	 :����� �� J�"�	 ���� ��'���� ��� 4�2�� ����;���

• ,�������� ��� ,������� ��� ��� 9��� 
H	 "�� ������ 9��� "�� ���� 4	�������� 
���	� 2����

* "��"� &��� 4	�������� 1�	" ��� ��� =���������) 1��� ��� 
H	 2���� �I������ 4	�����������=
����
�= ����� =��������� ������" ��
���	� 1�	"�� 2���� 4��� 4	���������� 2I���� ���� F�	����
��� "�� !��� ���
�	�� 1�	"���

* ,�0,���� &��� 4	�������� ��� ,�0���� 1��� ��� ��� ���� ����	 4	����������
���� ��� "�� 6��	�0
������" �=��
���	� 1�	"�� 2����

* ,�0,���� ��� 4	�������� 2��� 
H	 J�"� =����=��� ���� k ���� k ��� ��
���	� 1�	"�� �� ����	
4	�����������=
���� ��� "�� 6��	�������"�

* ,�0,���� ��� 4	�������� �	������� ����"���� ����� 9��� �� 4	�����������=
����� �= "�� 6��	�0
������"�

* ,%0,���/����� &��� 4	�������� ��� ,%0����/���� 1��� ��� ,�0���� ��� 
H	 J�"�� ��� ����� =����
������" ��� �		����=�	�� ����� ������"�
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* "�� ,������� ����� !����� �����	���� "�	 ,������� "�� O�������������P :������� 4	��2� !���
	�"����	�� �� ,������� ���
����	 =�������� �� 2I�����

,%0���� ⇒ ,�0���� ⇒ ,�0���� ⇒ ,�0����
<��������� ����� 62	��� �/%C

• -���	�=����3 4	��/�="��2����=���� �	" =������ �� =�� 2������ ���	������� �� ����3���	��) 1�����
4�2����	��������� �		����=�	 ���"� &� 1�	" ��� ����� 63�=�� ω �����
H�	�) "�� �� ����� ������"
�������) "��� "����	 ������" ���� =����=��� ������ 4�2��� ����;���
<����

��=�� ������ 
�����"� <�������������

* [abc] . . . ������ 4�2��� �� "�� ����;�"�� a) b) c #�� <��� ���" "�� ����;�"� ��� �)�)� =����	�
0
���$�

* t . . . O"��" ��"P�

* ��". . . ���� =�	���� =�2����� 4�2����	������� #��2�	����$� ��� "���� F�	������� ����	 1��"�	
�		����� 1�	") 2��� 
H	 "�� �����	�����"� 6����� ��� ω ������� 1�	"���

��� "�� �="��2����=��� ������ ���� ������ ����� �=������

* <���"�"����� ��� ω ����� �� �="��2����=��� ��
�	���) ��� "�� !��� =����	;�2��

* 6�
��3� ��� J�"�	 :����� �� �="��2����=��� ��	 ����	 C �"�	 � 4�2�� ����;��) ��� "��
!��� ��
�� ��� J�"�	 :����� �I������� k 4�2�� ����;��) ��� "�� !��� k0��
��

* "��"� &��� 4	�������� ��� ���) 1��� ��� �� �="��2����=��� ����� ��
�	����

* ������=����3 4	��/&		����=�	2����=���� �H	 =���"�" ���	������ ���" "�	 �="��2����=���
��" "�	 &		����=�	2����=��� �"��������

• E���"���� 9��	�'� ��� E���"������	�2 ������ "�� 4�2��S��� �� ����	 9��	�' "�	� M�"� 6����� ����� 
H	
���� 4	��������) J�"� ����� 
H	 ����� ������"� ���;������ ���� ���� ���� E��������	������� "�	 4�2��
������=�� 1�	"���

• ��"������ ������ &�� ���	����� �;��� ���� �;�>� ���	2 ��	���
����� ���� "��� ��1���� &��������
���
#,�������) 6�
�����) <���"�"����$ =����	;������ 1�	"��� ���� ��=� �� "�� 
�����"�� + �������
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62	��� %/%G

• @��=�;����2���� �1�� &	�������� A ��" B ������� ���=�;���� 
���� ����� P [A∩B] = P [A] ·P [B] =�1�
����2��������	����� Pr[X ≤ x, Y ≤ y] = Pr[X ≤ x] · Pr[Y ≤ y]
�H	 ���=�;����� ��
������	��=��� ����� E[XY ] = E[X]E[Y ]
V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ]

• <�"����� ��	����������2���� P [A|B] = P [A∩B]
P [B]

= P [A]P [B|A]
P [B]

• 4����� ��	����������2���� P [B] =
∑n

i=1 P [B|Ai]P [Ai]

• &	1�	�����1�	�� E[X] =
∑

x∈WX
x · P [X = x] =�1� E[X] =

∫ ∞
−∞ x · fX(x)dx 
����

∫ ∞
−∞ |x|fX(x)dx

��"�����

• F�	����� V ar[X] = E[X2] − E[X]2

• 6���"�	"�=1�������� σ(X) =
√

V ar[X]

• ,����	��;� "�� &	1�	�����1�	���� ����� 
H	 "�� ��
������	��=��� ���� X = a1X1 + . . . + anXn) "���
���� 
H	 "�� &	1�	�����1�	�� E[X] = aE[X1] + . . . + anE[Xn]

• �������
∫ ∞
−∞ fX(x)dx = 1

• F�	����������
M�"�	 ������ fX 2��� ���� F�	��������
��2���� �����	"��� 1�	"��� FX(x) = Pr[X ≤ x] =

∫ x

−∞ fX(t)dt
&��������
� "�	 F�	�������� Pr[a < X ≤ b] = FX(b) − FX(a)

* <�	������0F�	������� #����"��2	��$�
P [X = 1] = p, P [X = 0] = 1 − p
E[X] = p, V ar[X] = p(1 − p)

* <�������0F�	������� #����"��2	��$�
P [X = k] =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k 
H	 0 ≤ k ≤ n

E[X] = np, V ar[X] = np(1 − p)

* �������0F�	������� #����"��2	��$�

P [X = k] = e−λλk

k!

H	 k ∈ N0

E[X] = λ, V ar[X] = λ

* .�����	����� F�	������� #����"��2	��$�
P [X = k] = (1 − p)k−1p 
H	 k ∈ N

E[X] = 1
p
, V ar[X] = 1−p

p2

* .�������	������� ��
 [a, b] #����2��������	����$�

fX (x) =

{
1

b−a
, a ≤ x ≤ b

0, �����

E[X] = a+b
2

, V ar[X] = (b−a)2

12

* !�	�����	������� #����2��������	����$�
��	�����	� μ) σ

fX(x) = 1√
2π·σ exp

(
− (x−μ)2

2σ2

)
E[X] = μ, V ar[X] = σ2

* &'�����������	������� #����2��������	����$�
��	�����	� λ > 0

fX(x) =

{
λ · e−λx, x ≥ 0
0, �����

E[X] = 1
λ
, V ar[X] = 1

λ2

FX(x) =

{
1 − e−λx, x ≥ 0
0, �����

&'�����������	������� ��� ��� ����� 9�"��� 
H	� ����	 ��� 4���
������	;����) �1��������0
2��
�������� ��� ��
	���� #"��� ���� �1������ � ��
	����$) ���
H�	�������� ��� 4��2��
&��������
��� "�	 &'�����������	��������
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∗ .�";�����������2���� �H	 ���� x, y > 0 ����� Pr[X > x + y|X > y] = Pr[X > x]

∗ 62����	���� ����� X �'�����������	����� ��� ��� ��	�����	 λ �� ��� 
H	 a > 0 "�� ��
������0
	��=�� Y = aX �=��
���� �'�����������	����� ��� ��	�����	 λ

a
�

∗ �	���	�=���� ����� X1, · · · , Xn ���=�;���� ��" �'�����������	����� ��� ��	�����	�
λ1, . . . , λn �� ��� X = min{X1, . . . , Xn} �=��
���� �'�����������	����� ��� ��	�����	 λ1 +
· · · + λn

��� 5�	.��+7����� � ��.	���	 ���

62	��� %/��G
9�	2��0�	������ �	�����) "����� 1����	�	 �=���
 ��	 ��� �2������� ������" �=�;���� ���) ����� �=�	 ���
"�	 F�	�����������

9�	2��0:����� ���� ��"�����) ����"��2	��� 9�	2��0:���� ��� ���� ����� ��� ��
������	��=��� Xt ��" ����	
6��	���	������� q0 = (q00, q01, . . . , q0,n−1) ��� q0 ≥ 0 ��"

∑n−1
i=0 q0,i = 1� Xt+1 "�	
 "�=�� ��	 ��� Xt

�=�;���� 
H	 ���� t > 0�

L=�	��������	�'�
qt = q0P

t

qt+k = qtP
k ∀k ≥ 0

L=�	��������� #T������ ����$� .�=� "��  2��� ��) "��� ��� ������" j ��� ����� ��"�	�� ������" i ���
�		����� 1�	"�� 2���� �	" ��� Tij =���������� ��� "�	 ������� ���� ������ ���� 
�����"� =��"�� �	��
��	�������

• �	1�	���� L=�	����������
hij = E[Tij ] = 1 +

∑
k:k �=j

pikhkj

����� ��	��� ��� 	�2�	����

• ��2��
��1��	����������2����

fij = Pr[Tij < ∞] = pij +
∑

k:k �=j

pikfkj

����� ��	��� ��� 	�2�	����

����� �����	
�� �
���� �	
 ����	�����


62	��� %/�7G
T��	=�� ���� �� �� "�� F�	������ ����	 9�	2��0:���� 
H	 t → ∞) "��� ���� ���	 �����	 ���� 1��� ���� "��
63���� ��������1����� ����
���� 1�	"�� ������ ��>�������� ��������

• 6������;	� F�	�������� &'�����	� ��	 
H	 �		�"���=�� 9�	2��0:������ <����	��=� "��  2��� ��� 1�����	
"�� 63���� ���� �����	 ���� �� ����� =��������� ������" ���� &�� ������"���2��	 π ������ �������;	�
F�	������� ����	 9�	2��2���� 1��� 
�����"�� �����

* π = πP ��� P . . .L=�	��������	�'

* πi =
∑

j πjpij

*
∑

j∈S πj = 1� ���� "�� 6���� H=�	 ���� ����;�"� ���� &��� �	��=���

��	 ������"���2��	 �;��� ���� ��
 ��	�����"��� �	��� =�	�������

* π ��� &������2��	 ��� P ��� &����1�	� � 
���� P "������������������ ���) "��� 
���� ���� &���	;��
��� P ������������ ��" ���� ������0 ��" 6������������ ������ &��� ���"�

* πj = 1
hjj

∀j ∈ S ��
�	� "�� 9�	2��0:���� �		�"���=�� ��" ��"���� ���� ��	 ������"���2��	 ���
�� "����� ���� ���"������

* limt→∞ qt = π 
H	 �	��"�����) ��"����� 9�	2��0:������ ��	 ������"���2��	 ��� �� "����� ����
���"����� ��" "�� ������"���	������� 2����	���	� ���=�;���� ��� 6��	�������" ����� "����
F�	��������



� ������������	 ����
	�	 	
	��������	�	 ��

• �		�"���=��� &��� 9�	2��0:���� ��� �		�"���=�� 1��� �� 
H	 ���� ����;�"� i, j ∈ S ���� ���� n ∈ N ��=�
��"� ����� p

(n)
ij > 0� ���� ��� ���� ��� J�"�� ������" �� J�"�� ��"�	�� ������" �������� 2I�����

• ��	��"�� "�� ��	��"� ����� ������"�� j ∈ S ��� "�� �	I���� ���� ξ ∈ N 
H	 "�� �����

{n ∈ N0|p(n)
jj > 0} ⊆ {i · ξ|i ∈ N0}

���� "�� ��	��"� ����� ������"�� ��� "�� 2������� ����) ��� "�	 ��� ��	��"���� ����� ������" �� ����
���=�	 H=�	
H�	�� 2��� #<��� ��� 2��� ����	 ���� �)%)+). . . L=�	�;���� ��� ������" A 1��"�	
��	H�2 �� ������" A ��������� ���� ��� "�� ��	��"� ��� ������" A ξ = 2$

• ���	��"����� ��� ������" ������ ���	��"���� 1��� �	 "�� ��	��"� ξ = 1 ���� &��� 9�	2��0:���� ������
���	��"���� 1��� ���� ��	� ����;�"� ���	��"���� ���"�
4���=�"�������� ��	 L=�	�	H
��� ��� ���	��"����;� =�� ����;�"��� ��� ���� "�	 
�����"�� <�0
"�������� ����) �� ��� "�	 ������" ���	��"�����

* pjj > 0 #"��� ��	 ������" =������ �� L=�	�����"���	��� ���� 6�����
�$�

* ∃n, m ∈ N : p
(m)
jj , p

(n)
jj > 0 ��" ��4(m, n) = 1 #"��� ��	 ������" ����� ��
 ���"������ �1��

������������� ����) "�	�� ,;���� �����	
	��" ���"$�

��� ���	��"����;� ����	 �		�"���=��� 9�	2��0:���� 2��� ��
 ���
���� ���� �����	�������� 1�	"���
�H�� �� ����� ����;�"�� 6�����
�� ���) "��� L=�	�;��� ��� ������" ��
 ���� ���=��� �H�� �� "�����
6�����
�� L=�	�����1 2����� ��� p = 1

2
��� ��" ���=��	� "��  2����� �� ����� ��"�	�� :������

• �	��"����� E		�"���=��) ���	��"����� 9�	2��0:����� ������� �	��"�����

��� 5�	.��+7����� � .������	����	 ���

62	��� %/*5G
6������������ �	������ �� 2��������	�����	 ���� 2I���� ��� 9�	2��0:����� ��"�����	� 1�	"���

• ������������ &��� 9�	2��0:���� ������ ����������� 
���� ����� Pr[X(t+u) = j|X(t) = i] = Pr[X(u) =
j|X(0) = i]

• L=�	�;��� "�	 ����2��������	������ 9�	2��0:����� ��� L=�	�;��� ���" 2����  2����� ���	 1�� =��
"�	 ����"��2	���� 9�	2��0:���� ���"�	� L=�	�����	�����

• L=�	�����	���� ��� ������" i ���� j� νi,j = νi · pi,j

pij = ����������	
������ �	 ���
� ij∑
����������	
�������� ��� ���
�� i

• ��
��������1��	����������2������ 2I���� ��� 
�����"�	 ��G�	��������������� =������� 1�	"���

d

dt
qi(t)︸ ︷︷ ︸

���	���

=
∑
j:j �=i

qj(t) · νj,i

︸ ︷︷ ︸
������

− qi(t) · νi︸ ︷︷ ︸
������

��� ,I���� "����	 ��G�	��������������� ��� ����� ��
1��"��� ����� "�� ��
��������1 2����� ����� ����
�������;	� F�	������� 2����	���	��) ���� d

dt
qi(t) = 0 �������

�H	 t → ∞ �	�;�� ��� ��� �����	�� .����������3����) "�� ��� ����	 �������;	�� F�	������� π �	
H���
1�	"�� �����

0 =
∑
j:j �=i

πj · νj,i

︸ ︷︷ ︸
������

− πi · νi︸ ︷︷ ︸
������

#O:�����	����P$

∑
j

πj = 1

νi . . . 2���) ��� :����� i O	�����2�����P #6���� ����	 ����;��� ��� i$
νi,j = νipi,j

• E		�"���=��� &��� 9�	2��0:���� ������ �		�"���=��) 
���� J�"�	 ������" ��� J�"�� ��"�	�� ��� �		����0
=�	 ���� �H	 �		�"���=�� 9�	2��0:����� �����

πi = lim
t→∞

qi(t)

• 6������;	� F�	�������� &'�����	� ��	 
H	 �		�"���=�� 9�	2��0:������ <�	������� "�	 �������;	�� F�	0
�������� ����� 62	��� <������� ��%/+*
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62	��� %/++G
&� 1�	"�� 63����� ��� 6�	��	� ����	�����) "�� M�=� �=�	=������ ��� ��2��
�������� "�	 M�=� ��" "��
<��	=�������"���	� ��
 "�� 6�	��	� 1�	"�� ��� ��
������	��=��� ��"�����	��

����� �
������	����	
 X/Y/m/ . . .

62	��� %/+7G

X/Y/m/ . . .

��=�� =�"������

• X� F�	������� "�	 �1��������2��
�������� #������ �1������ �1�� ��2�����"�� M�=�) "��� O�	��0
������P$�

• Y � F�	������� "�	 	����� <��	=������������� #"��� ���� �	������ �� R����$ ��
 "�� 6�	��	�

• m� ������ 6�	��	�

• . . .� 1����	� ����=�� 1�� ��<� .	I��� "�	 �	����������

X ��" Y ���" ���=�;����� ��
������	��=���� ��� F�	��������� 
H	 X ��" Y 1�	"�� ������=�� ����

• �� "���	�������� #"��� .�������	�������$

• 9� ����	3���� #"��� &'�����������	�������$

• .� ����	�� #"��� =����=��� ��"�	� F�	�������$

����� ����� ���������
�


62	��� %/5CG
��� �1��������2��
�������� ��" "�� <��	=������������� ���" �'�����������	����� ��� ��	�����	 λ #��0
2��
��	���$ ��" μ #<�"���	���$ ��1�� F�	2��	�"����� ρ = λ

μ
#"�� F�	2��	�"����� �����	���� "�	 ������	��

���������� "�� 6�	��	�$�

6������;	� F�	������� =�� M/M/1�

• �H	 ρ ≥ 1 2����	���	� "�� 63���� ������ ���� "�� �	���������� 1;���� ��� @���"������ ��� �������
,I���� ��� "���� π = (0, 0, . . .)

• �H	 ρ < 1 2����	���	� "�� 63���� ����� "�� �������;	� F�	������� π ��� πk = (1 − ρ)ρk�

����	� ��	�����

• &	1�	�����1�	� "�	 ������ M�=� �� 63���� #�	���������� D 6�	��	$� N = ρ
1−ρ

= λ
μ−λ

• F�	���� "�	 ������ M�=� �� 63���� #�	���������� D 6�	��	$� V ar(N) = ρ
(1−ρ)2

• 9�����	� ���1�	����� ����� M�=� �� .�������1�����������" "�� 63������ T = N 1
λ

= ρ
λ(1−ρ)

= 1
μ−λ

• 9�����	� �	������ #���� <��	=�����������$ ����� M�=� �� .�������1�����������" "�� 63������
W = T − 1

μ
= ρ

μ(1−ρ)
= ρ

μ−λ

• 9�����	� ������ M�=� �� "�	 �	���������� #F�	����� ��� ,����� � ,�1$� NQ = λW = ρ2

1−ρ

����� ����� � ��!

62	��� %/5*G
��>���������

• N(t)� ������ M�=� �� 63���� #�	���������� D 6�	��	$ ��	 ���� t�

• Nt� ��	�������������� ������ M�=� �� 63���� ��	 ���� t� Nt = 1
t

∫ t

0
N(τ )dτ

• N � ������ M�=� �� �������;	�� ������"� N = limt→∞ Nt

• α(t)� ������ M�=�) "�� �� [0, t] ����2����� ���"�

• λt� ��	�������������� ��2��
��	���� λt = α(t)
t

• λ� ��2��
��	���� λ = limt→∞ λt



� ������������	 ����
	�	 	
	��������	�	 ��

• Ti� ���1�	����� "�� i0��� M�=� #�	������ D <��	=�����������$�

• Tt� ��	�������������� ���1�	������ Tt =
∑α(t)

i=1 Ti

α(t)

• T � ��	�������������� ���1�	����� "�	 M�=� �� ����� ������"� T = limt→∞ Tt

,����� � ,�1� ����� "�� �=���� .	���1�	�� 
H	 N ) λ ��" T �'�����	��) �� �����

N = λ · T
��� ��	��� ��� ,����� ���� ���� 
H	 ��"�	� 6�	��	��	������� ��� �-�6/�E���

6������������ F�	����� ��� ,����� � ,�1�

N = λ · T =�1� E[N ] = λ · E[T ]

���

• E[N ] =
∑∞

i=1 i · πi

• N = limt→∞ E[N(t)]

• T = limi→∞ E[Ti]

• λ = limt→∞
E[α(t)]

t

��1��"����� ��� ,����� � ,�1� 6���� 62	��� %/7CG

����� "������
��#��� $�	%��

62	��� %/75G
&�� <�	��0��"0����� �	����� ��� ���� F�	����������	��� "�	 9�	2��0:���� ����	 M/M/10�	�����������
M�"�	 L=�	���� 2��� ��� ���� ������ ��2��
��0/<�"���	��� ��=���

��	 �������;	� ������" =�	������ ���� ���� ����

πk = π0 ·
k−1∏
i=0

λi

μi+1

H	 k ≥ 1

π0 =
1

1 +
∑

k≥1

∏k−1
i=0

λi
μi+1

��� <�	������� ��
 "���� ���� ��� �=�	 ���	 �H���� ��" ������ ��	���"�� 1�	"��� &� ��=� �������� �����
4	��2 "�	 "�� <�	������� ��	���
�����

���  2���) ���� �� ����� ������" i �� =�>�"��) ����

pi = p0
λ1 · λ2 · . . . · λi

μ1 · μ2 · . . . · μi

�=��� ��	��� �	�;�� ��� ��	 E�"�2���� ���� p0λ1 = p1μ1�
����	 �����

pi(μi + λi) = pi−1λi−1 · pi+1μi+1 #:�����	����$

<��������� ����� 62	��� %/77G



� ��
������	 	�	�� ����	��������	���	�
� ��

����& M/M/m(/m)�����'

62	��� %/8CG
M/M/m0�	���������� #m . . .������ 6�	��	$

<�	������� "�� �������;	�� ������"�� 6���� 62	��� %/8C�
πk, π0� ��	���� ����� 62	��� %/8C�
PQ�  2���) "��� ��� ��2�����"�	 M�= �� "�	 �	���������� 1�	��� �����

PQ =
π0(ρm)m

m!(1 − ρ)
=

(ρm)m/(m!(1 − ρ))∑m−1
k=0

(ρm)k

k!
+ (ρm)m

m!(1−ρ)

(
H	 ρ < 1)

�=��� ��	��� 1�	" &	���� -0��	��� ��������

• &	1�	���� ������ M�=� �� "�	 �	����������� NQ = PQ
ρ

1−ρ

• 9�����	� �	������ �� "�	 R����� W =
Nq

λ
= PQ

ρ
λ(1−ρ)

• 9�����	� ���1�	������ T = W + 1
μ

=
ρPQ

λ(1−ρ)
+ 1

μ
=

PQ

mμ−λ
+ 1

μ

• 9�����	� ������ ��� M�=� �� 63����� N = λT =
λPQ

mμ−λ
+ λ

μ
=

ρPQ

1−ρ
+ mρ

• <�"������ 
H	 .�������1���� �� 63����� ρ = λ
m·μ < 1

M/M/m/m0�	����������� 63���� ��� m 6�	��	� ��" ��'���� m M�=� �� 63�����

<�	������� "�� �������;	�� ������"�� 6���� 62	��� %/8*�
πk, π0� ��	���� ����� 62	��� %/8*�
<���2��	����1��	����������2��� # 2���) "��� ��� ��� ��2�����"�	 M�= �=��1����� 1�	"$�

πm =

(
λ
μ

)m
1

m!∑m
k=0

(
λ
μ

)k
1
k!

�=��� ��	��� 1�	" &	���� <0��	��� �������� ��� &	���� <0��	��� ���� ���� 
H	 M/G/m/m063������

����( ")�� � *�	�'

62	��� %/87
.���=�� ��� M/M/m 63���� ��� ��2��
��	��� λ� �	 ������ ��) "��� "�� 63���� �� ����� ������"
�����	��� 1�	"� ���� ��� "�	 ���������	����� #"��� "�	 �	�����) "�	 "�� 63���� ��	�;���$ 1�� "�	 &�������0
�	����� ���� ��� �������0�	����� ��� ���� λ�

���2 <�	2� � 4���	�� 2I���� �	�����������0!���1�	2� "�	�2� ����3���	� 1�	"���

 !�
��"#��	 ��	�� ����	��$%����	"&�	�
�

<�� "�	 �	�� -��� ����3�� 1�	" ����	 "���� �����������) "��� �� ����� O.����	P ��=�) "�	 &����� ��
����	���� �;���) "��� "�	 ����������I������ ���� ��
�	���� �	 1����� ���) 1�� "�	 .����	 ������ 1�	") �=�	
�	 1���� ������ ������04���	30��
��=�� ���" ����� :��=����
��=���

• :����� ����� ����	������� ��� =�	������ "�� :����� ����� ����	������ ��� "�� �	��0-���0��� "��
.����	�� <����������� costz(u) ��� z . . .,��
��	��=�� "�� ����	������ ��" u . . .6������� "�� .����	��
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• :�����������;�� &�� ������0����	������ � ��� c02��������� 1��� 
H	 ���� &����=���?������ I �����

costA(I) ≤ c · costOPT (I) + k

=�1�
c · gainA(I) ≥ gainOPT (I) + k

��� k = 0 ����) ����� ��� "�� ����	������ ��	�2� c02����������

• ���"������	���� ��	 .����	 2��� ������	��2�� 1�	"��) ��"�� ��� �� ����	������ ����� ��
����0
1�	� ���
H�� #���"������	���$� &�� 	��"������	��	 ����	������ 2��� �=�	 ��� =����	 1�	"�� ��� ���
"���	�����������	 ����	�������

$�� '�-�	 8�����

62	��� */+

F�� !������/U�� �	�������� ��� 
H	 ���� ����=��� F�	������� ����� �	�=���� "�� ��������� :����� c
=��	����) �� ��� c ���� ����	� 6��	��2� 
H	 "�� =����� �I������� 	��"������	��� ����	�������

$�� �����-9���� &	�:����

6���� 62	��� */5G

&���� *+$ ���
	!���'
� $�	,�'

62	��� */5G
<�� 4-� 2I���� �-: � ��	H�2�������� 1�	"�� =�� �� ����	 ��'������ ���� ��" "��� ������ ���	�	� ��0
2��� ������������ =���;���� 1�	"��� ��� �	�=��� ���) "��� ��� ����� 1���� �= �� ����	 ��2��
� ���� ��2���
2����� 1����� =���;���� 1�	"�� �H����� �"�	 �= ��� "�� �-: =����	 �=�����2��
��	 =���� ����	������ ��� �02��������� ��" ������ �V�0����	������� E���	 1��� ���� �1������ "�� =��"��
:�	��� ��� �������2 ��� ��;��� � �������� �;���) ���"�� "�	 &��
;���	 ��� �-: 1������ ���� ��	�������0
����� ��2��� =���;�����

&���� *+$ +	
����	
 +	
��	� $�	,�'

62	��� */�CG
-���������V!���=��������
��� �	��� ���) ���� 1������ ����	������ "�� 6��"�	��� �	�I�� 1�	"�� ���� �� "�� !��� ������� ���0
������ �� 2I���� ���� �� �� H=�	��"��� ��� !���2������;� ��� ���	=�� 6��1��2����� ����	1�	
��� 6�
�	�
���������� 1�	") "��� "�� :����2������;� 2������� =���=� #6����� 9�"��$) 2I���� 
�����"� ����	������
����1��"�� 1�	"���

• �E9�� 6���"�	"�;���� 1�	" =�� 4-� �E9� #�""����� E��	����) 9������������� ���	����$ �����������
��=�� 1�	" "�� ���� ���	���1���� �	�I��� 6�=��" "�� :������;� H=�	���	����� 1�	"�) 1�	" "�� ����
�� ����� ��2��	 �����2� ��" "��� 1��"�	 ���	���1���� �	�I��� ����� 9����"� ��� ���	 ���W������
<��I���� n 6��	���� ��" ��� :����� Θ(n2)�

• <���	3 6��	��� <��I���� log n 6��	���� =�� "�� 6��"�	��� "�	 :������;� ��������� ��� ��" ��� :�����
Θ(n log n)�

• 6�	��2� :�����'�	 ����	������ #����� 62	��� */��$� T�� :����� O(n log log n)�
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�	" ���� ���� ;�"�	�"� :����2������;� ���������� #�3����� 9�"��$) 1�	" "�� <����"���� "�� �	�=����
����	���������	� 6���� "��� 62	��� */��G�

' (	�)�
� #������ $ ���	
��
��� *�	���� &�	�
�

����� �	��0-���0����3�� #��� ��������	;�2��� .����	$ ��� �	����������� �� :������2����������1�	0
2���
<����	 1�	"� ����	 ����������) "��� "�� ��2��
��	��� �� �	����������063������ ���������	����� ����
E� "�	 ������;� ������ "�� �=�	 ������ ������= 1�	" !��1�	2 �������� =������ �� ������ 63����� =����	
=����	��=�� �� 2I�����

• �		���� -�	��� !�	����	1���� 1�	" "�� ���23 =��2��0F�	���� ��	1��"��� α(u) = ru+b ��� r . . .6��"�	���)
b . . .<�	��� �H	 �		���� -�	��� 2��� ��=0�""������3 ���������� 1�	"��� α(s + t) ≤ α(s) + α(t)�

• 6�	���� -�	��� :�	�� ��� 1�����	 "�	 6�	��	 "�� ��2�����"�� M�=� �=�	=������ ������"� <�"������
���� �	
H��� �����

R∗(t) − R(t) ≥ β(t − s)

��� R∗ . . .�=���� ��" R . . .��2��
�
&� 2����� ��	�����"��� F�	������ ��� β ��� &�������

* -������� 	��� ��	��	� β(t) = ct

* .��	�����"0"���3 ��"�� β = δT

��	 6�	��	 �;�� ���� =�������� ��	�����	�� �=�	=����������� ��� #"��� 2��� M�= ���� �;���	 ���
"���� ���� �� "�	 R���� 1�	���$�

* E���	��� �����	

* 4���� <���"� �� "���3 ��" =��2���

• 9��0���� ����=	�� ����=	� 2���� ���	������� ���� #D$ ��" ��� #∧$� ��"�� ����� a + (b ∧ c) =
(a + b) ∧ (a + c)
9��0����0�������� f ⊗ g(t) = infu{f(t − u) + g(u)}

• �"��	��	��� R������ 4���	3� ��� ���� ���) 6��=����;� ����	 ��	����=���� .����	 �� ���"��	��� ���
!���1�	2� 1�	"�� ��	������� .	����� ��� ��"������ �	����������� ����������� ��"�� 1�	" "��
!��� 1�� 
���� ��������	;�2�� ���� ��2��� ��=�� "�� ������� ,;���) ���� ,��2� ��=�� "�� ������� <��"0
=	����) J�"�	 ,��2 2��� �	� ����������� ��'���� ��� ��2�� =�
I	"�	��
��	 .����	 1�	" �=��
���� ��������	;�2�) "���� ���� ����3�� H=�	����� �I����� 1�	"� ��	 .����	
��� "�	�� �1�� ��	�����	 (r, b) ��=��"��) 1�=�� r ≤ 1 ��" b ≥ 1 "�� ��	�����	� "�� ���23 =��2��
9�"���� �����	������

6��=����;�� &��� ����"����� �����3 ��� ���=�� =�� ����	 ���� (r, b) �� ����� !���1�	2 G 
���� �� ����
.	���� C(G, r, b) ��=� ��"��� ��� =����=���	 (r, b)0.����	 �� ����� ����G�) ���	 ��� C(G, r, b) ��2���
������������ ��� !���1�	2 �� �������� &��� ����"����� �����3 ��� �����	���� ���=�� 
���� ��� ���=�� ��� 
H	
J�"� ���� r < 1 �� J�"�� =����=���� !���1�	2� &�� !���1�	2 ��� �����	���� ���=�� 1��� �� ���=�� ���

H	 J�"� ���� r < 1 ��� J�"�	 =����=���� �	��"3 ����"����� �����3� F�	�����"��� ����"����� ���������
����� 62	��� �� +/�*�
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